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Досліджено ймовірність катастрофи, оціненої за методом моделювання рідкісних подій при 
оптимальній допоміжній вибірці шляхом змінювання вихідних параметрів розподілу. 
Вступ 
Ситуації в аеронавігаційній системі (АНС) 
формуються внаслідок прямих впливів на її під-
системи й умови їхнього функціонування. На ос-
нові структури і зв’язків АНС можна визначити 
ці впливи за окремими підсистемами, що харак-
теризуються внутрішніми властивостями систе-
ми “екіпаж  повітряний корабель  оточуюче 
середовище”, пов’язаними з функціональною 
ефективністю системи управління. Зокрема  
ефективністю контуру системи організації повіт-
ряного руху (АТМ) і ефективністю систем 
зв’язку, навігації, спостереження, а також рівнем 
впливів позасистемних факторів (зовнішніх 
умов); параметрами руху і положення повітряно-
го корабля в просторі, а також рядом системних 
обмежень. 
У процесі експлуатації мають місце ті або ін-
ші відхилення від оптимальних значень парамет-
рів системи, що і призводить до появи спектра 
ситуацій. Причому ускладнення визначається 
послідовністю подій. Попередня подія відносно 
наступної, нею викликаної, розглядається як 
причина. У процесі розвитку негативного явища 
в загальному випадку можуть мати місце кілька 
чинників, що послідовно ускладнюють ситуацію й у 
підсумку призводять до авіаційного інциденту. 
Точна оцінка ймовірностей небезпечних ситу-
ацій є важливою задачею, розв’язання якої до-
зволить вчасно провести маневри і запобігти  
зіткненню. 
Найбільш складною є задача моделювання і 
оцінки ймовірності катастрофічної ситуації, зва-
жаючи на її малу величину. 
З метою оцінки ймовірності катастрофи про-
ведемо моделювання рідкісної події, тобто зітк-
нення двох літаків. У праці [1] для цього викори-
стовувалася методика істотних вибірок при неві-
домому об’ємі допоміжної вибірки. 
Дослідимо поведінку ймовірності катастро-
фічної ситуації при оптимальній допоміжній ви-
бірці n  і змінюванні вихідних параметрів. 
Постановка завдання  
та математична модель 
Розглянемо пару конфліктуючих літаків, що 
летять паралельними повітряними коридорами. 
Необхідно знати їх поточні координати x (це мо-
же бути або висотна, або поперечна координата). 
Припускаємо, що координата x літаків має випа-
дковий розподіл із щільністю ймовірності змі-
шаного типу [2]: 
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1 0)( t,dxext xt   
є гамма-функцією, змінювані параметри (0,1), 
1a  і 2a   позитивні параметри масштабу, 1b  і 2b  
 позитивні параметри форми,    параметр 
місцеположення, що відповідає осі повітряного 
коридору.  
Щільність імовірності форми (1) називається 
щільністю подвійного узагальненого розподілу 
Лапласа. Це використовується для моделювання 
випадкового рискання літака за моделлю Рейха. 
Перший доданок правої частини виразу (1) ві-
дповідає ядру розподілу, у той час як другий до-
данок  рідкісним подіям, коли літак занадто да-
леко відхиляється від осі коридору. Відповідні 
щільності ймовірності )( 11 ;xf  і )( 22 ;xf   
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мають різні параметри місцеположення 1  й 2 , 
а jX  є поточною координатою x j-го літака, 
2,1j , і X є складеним вектором координат 
),( 21 xx . 
Зіткнення по координаті x виникають, якщо 
dXX  21 ,  
де d – ефективний діаметр літака.  
Проблема полягає в тому, щоб оцінити ймо-







21221121   )( )(  
Зіткнення – рідкісна подія, тому викорис-
тання прямого методу Монте-Карло неефек-
тивне, що зазначено в праці [3].  
















де  ,0,0 ba .  
При 10   вираз (1) набуває вигляду 
 xbaxbaxxf ),,,;(),,;()1(),( 2211 . 



























11 axb  – це щільність  
нормального розподілу. Вважатимемо, що 
12 bb  . Це означає, що у другого доданка щіль-
ності ),( xf  більш важкі “хвости”. 
Щільність 
2121221121 ,,),;();(),(  xxxfxfxxf
df
X . 
Імовірність зіткнення по координаті x :  
 dXXPP dfx  21 , 
де d  ефективний діаметр літака; 21 X,X  – неза-
лежні координати: 
1X  );( 11 xf , 2X  );( 22 xf . 
Нехай )( iX xg i   щільність розподілу ),( 2 iN  
[1], де 2  задане у виразі (2), 
)()(),( 2121 21 xgxgxxg XX
df

























а знаменник цього дробу  xPˆ . 


















де     ,2,1,, )()( 21)( ixxx iii  незалежна ви-
бірка, сформована по щільності ),( 21 xxf X

. 
Тоді xn PY  , 





























A .  (3) 
Імовірність (3) повинна задовольняти умову 
 )( nAP ,  
де  рівень довіри, що зазвичай дорівнює 0,05. 
Визначення оптимальної вибірки 
Вибираємо оптимальний об’єм допоміжної 
вибірки n  для кожної координати окремо так, 
щоб виконувалась умова: 
   1xxn PPYP ,  
де    гранична відносна точність оцінки 
1,0  ; 1   довірча ймовірність; 10  ; 
тут 80, , 10, . 
Також існує апріорна нерівність xxP  , тоб-
то відома нижня межа 0x  для xP : 
8-102,0610050min
2
1  )n,Y( nx . 
де nY   статистика для xP  при 100,,50 n . 
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Моделювання ймовірності  
катастрофічної ситуації  
при вибраній оптимальній вибірці 
Розглянемо результати дослідження ймовір-
ності катастрофи при змінюванні вихідних пара-
метрів розподілу (1) xbb 221 ,,,  , де x2   відпові-
дає осі повітряного коридору по висоті. 
Рис. 1 і 2 ілюструють залежності теоретичної 
Pn й експериментальної Yn ймовірності катастро-
фи, а також відносної похибки |Pn – Yn|/Pn від ви-
бірки n  на основі двох нормальних законів. 
 
Рис. 1. Залежність імовірності катастрофічної си-
туації від вибірки: 
  імовірність катастрофи Yn;   теоретична 
імовірність катастрофи Pn 
 
Рис. 2. Залежність відносної похибки від вибірки 
Теоретична ймовірність катастрофи 
81062943  ,Pn . 
У табл. 1 наведені числові значення експери-
ментальної ймовірності катастрофи зі змінюва-
ним параметром 0 , що відповідає нормаль-
ному закону. 
У табл. 2 наведено числові значення відносної 
похибки nnn PYP /  від вибірки n. 
Дослідимо поведінку експериментальної ймо-
вірності катастрофи )109( nYn  при змінюванні 
параметра   на інтервалі ]410[  .  
Залежність імовірності катастрофи 
)109( nYn  від   зображено на рис. 3. 
Таблиця 1 
Експериментальна ймовірність катастрофи 
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Рис. 3. Залежність імовірності катастрофічної 
ситуації від параметра  
У табл. 3 наведено числові значення ймовір-
ності катастрофи )109( nYn , що змінюються за-
лежно від рівня довіри . 
З рис. 3 та табл. 3 видно, що найменшого зна-
чення експериментальна ймовірність катастрофи 
)109( nYn  набуває при 18,0 . 
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Таблиця 3 
Імовірність катастрофи  Yn(n=109) 












Рис. 4 і 5 ілюструють залежності теоретичної 
Pn й експериментальної Yn ймовірності катастро-
фи, а також відносної похибки |Pn – Yn|/Pn від ви-
бірки n  при 18,0 . 
 
Рис. 4. Залежність імовірності катастрофічної си-
туації від вибірки при 18,0  
 
Рис. 5. Залежність відносної похибки від вибірки 
при 18,0  
У табл. 4 наведено числові значення експери-
ментальної ймовірності катастрофи зі змінюва-
ним параметром 18,0 .  
У табл. 5 наведено числові значення відносної 
похибки nnn PYP /  від вибірки n  при 18,0 . 
Дослідимо поведінку експериментальної ймо-
вірності катастрофи )109( nYn , змінюючи па-
раметр x2  на інтервалі ]15001250[   при 
)18,0;0136,0;0( . 
Залежність імовірності катастрофи 
)109( nYn  від x2  показано на рис. 6. 
 
Рис. 6. Залежність імовірності катастрофічної 
ситуації від параметра x2 : 
 Yn(2x) =0;  Yn(2x) =0,0136;  Yn(2x) =0,18 
У табл. 6 наведено числові значення ймовір-
ності катастрофи )109( nYn  від x2  при 
)18,0;0136,0;0( .  
Досліджувати поведінку експериментальної 
ймовірності катастрофи )109( nYn  при зміню-
ванні параметрів y2  та z2  не є доцільним, тому 
що межі коридору по горизонталі та вздовж осі 
невеликі, порівняно з межами по висоті. 
Таблиця 4 
Експериментальна ймовірність катастрофи 
при  = 0,18 














Відносна похибка при  = 0,18 
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Таблиця 6 
Імовірність катастрофи Yn(x), n = 109 
x Yn(x)10
-8 
=0 =0,0136 =0,18 
1250 9,45848981 9,44354213 9,18707812 
1300 9,41214111 9,39268148 9,13650524 
1350 9,18039831 9,20761352 8,80515074 
1400 7,04837788 7,24742577 6,67858941 
1450 4,22107682 4,69240184 4,31416325 
1500 3,56846854 3,55578713 3,44743114 
Розглянемо поведінку експериментальної 
ймовірності катастрофи )109( nYn  при зміню-ванні параметрів 1b  та 2b .  Залежність імовірності катастрофи )109( nYn  від 1b  та 2b  ілюструють рис. 7 і 8. 
 
Рис. 7. Залежність імовірності катастрофічної 
ситуації від параметра b1: 
 Yn(2x) =0;  Yn(2x) =0,0136;  Yn(2x) =0,18 
 
Рис. 8. Залежність імовірності катастрофічної 
ситуації від параметра b2 : 
 Yn(2x) =0;  Yn(2x) =0,0136;  Yn(2x) =0,18 
Числові значення ймовірності катастрофи 
)109( nYn  від 1b  та 2b  для параметра 
)18,0;0136,0;0(  наведено в табл. 7 і 8. 
З рис. 7 і 8 та табл. 7 і 8 видно, що найменших 
значень експериментальна ймовірність катаст-
рофи )109( nYn  набуває при 18,0 . 
Таблиця 7 
Імовірність катастрофи Yn(b), n = 109 
1b  
Yn( 1b )10-8 
=0 =0,0136 =0,18 
0,5 3,56846854 3,55578713 3,44743114 
0,6 4,10432826 3,84526189 3,78776939 
0,7 4,63424357 4,73694790 4,14740811 
0,8 4,91695715 5,25223705 4,28294982 
0,9 4,89205867 5,24395710 4,46548611 
1 5,10593985 5,34901545 4,55854057 
Таблиця 8 
Імовірність катастрофи Yn(b), n = 109 
2b  
Yn(b)10-8 
=0 =0,0136 =0,18 
0,5 3,56846854 3,55578713 3,44743114 
0,6 3,54664209 3,63175197 3,51079308 
0,7 3,55476786 3,59957433 3,56578127 
0,8 3,50864688 3,53230725 3,57236125 
0,9 3,57227243 3,62248898 3,61313575 
1 3,55476750 3,62244243 3,63483110 
Висновки 
Вибір оптимального обсягу допоміжної ви-
бірки дозволяє уточнити результати моделюван-
ня ймовірності катастрофи, які показують, що  
змінювання параметрів основного розподілу веде 
до більш ефективних результатів при оцінці 
ймовірності катастрофічної ситуації, та дають 
можливість запропонувати заходи для її мінімі-
зації. 
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